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Chapitre 1

Formules de Taylor et applications

Dans ce qui suit, I désigne un intervalle non-vide de R.

1.1 Dérivation

1.1.1 Rappels

Définition 1.1.1. Soient f : I — R une fonction, et a € 1.

— On dit que f est dérivable en a si la limite lim M
r—a xr—a

est notée f'(a) et est appelée le nombre dérivé de f en a.

existe et est finie. Cette limite

— On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point x € 1. Dans ce cas, la

Jonction
froze fi(2)
est appelée la fonction dérivée de f.

Exercice 1.1.2. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes au point a :

1. f:xm—|z—1] a=1

a1

siz=20
2 . 1 .
5 fiees x&n(z) siz#0 .
0 siz=20

2’FE (%) six#0

six =20

4 fx— a=20
ou x — E(x) désigne la fonction partie entiére.

Proposition 1.1.3. f est dérivable en a si et seulement s’il existe une fonction e : I — R et un

réel |l € R tels que }}_r)%&?(a?) =0, et
f(x)=fla)+U(zx —a)+ (z — a)e(x) Ve el

Dans ce cas, l vérifie | = f'(a).



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Démonstration. = | On suppose que f est dérivable en a. On pose
—f(a) siz#a
0 siz=a
Alors li_r>ns(:1c) =0,et f(z)=f(a)+l(xr—a)+ (x—a)(x), Vrxel.
r—a

< | Réciproquement, on suppose qu’il existe £ : I — R et ! € R vérifiant ligl e(x)=0et
r—a

f(x)=fla)+U(z —a)+ (z — a)e(x) Ve el

Soitxz € I\ {a}. Alors

f(x)—f(a) :l+€($)
r—a
D’ou
S~ )
T—a T —a
Alors f est dérivable en a, et f'(a) = L. O

Proposition 1.1.4. Toute fonction dérivable en a est continue en a.

Démonstration. Soit x # a, alors

En passant a la limite, on obtient

lim [f(2) = f(a)] = f'(a) x 0=10

Tr—a

D’ou f est continue en a. O

Remarque 1.1.5. La réciproque est fausse en général. Contre-exemple : x — |z| en a = 0.

Proposition 1.1.6. Soient f, g : I — R deux fonctions, et a € 1.
Si f est g sont dérivables en a, alors f + g, af, (o € R), et fg sont dérivables en a et :

(Yi=-20 (£} (o Llonte) - fas @

Démonstration. Voir le module Analyse 1. 0
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1.1. DERIVATION

Théoréme 1.1.7. Soient f : I — R et g : J — R deux fonctions, telles que f(I) C J. Soita € I.
Si f est dérivable en a, et si g est dérivable en f(a), alors la fonction composée go f est dérivable

en a et

(g0 f)(a) = f'(a) x g'(f(a))
Démonstration. Voir le module Analyse I. O

Théoréeme 1.1.8. Soir f : I — f(I) C R une fonction continue et strictement monotone sur
Uintervalle I.
Alors la bijection réciproque f~% : f(I) — I est dérivable en b = f(a) si et seulement si

f'(a) # 0. Dans ce cas, on a

Démonstration. Voir le module Analyse I. O

Définition 1.1.9. Soient f : I — R une fonction et a € int(I).
— On dit que f admet un maximum local en a s’il existe ¢ > 0 tel que |a — €,a + £[C I et

Vo €la—e,a+¢[ f(z) < f(a)
— On dit que f admet un minimum local en a s’il existe € > 0 tel que la — €,a + [C I et
Vo €la—e,a+¢[ f(z) > f(a)

— On dit que [ admet un extrémum local en a si f admet un maximum local ou un minimum

local en a.
Proposition 1.1.10. Si f est dérivable en a, et si f admet un extrémum local en a, alors f'(a) = 0.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 1.1.11. La réciproque est fausse en général. Contre-exemple : f : x — 3 en a = 0.

1.1.2 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 1.1.12 (Théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
— [ est continue sur [a, b]
— [ est dérivable sur ]a, b
- f(a) = f(b)

Alors, 3c €]a,b[:  f'(c) = 0.

Démonstration. Comme f est continue sur le segment [a, b], alors Je1, 2 € [a, b] tels que

f(c1) = sup f(z) f(ea) = inf f(z)

vela] v€lal
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

o ler cas f(c1) = f(2) = f(a) = /(D)

Dans ce cas, f est constante sur [a, b]. D’ou Ve €]a, b :  f/(c) = 0.

e 2éme cas f(c1) # f(a).

Alors ¢ # aetey # b.D’ou ¢y €la, b.

Or, f(c1) = sup f(x) > f(x), Vx € [a,b]. Donc f admet un maximum local en c;.

z€[a,b]
Par conséquent, f'(c1) = 0.

e 3eme cas f(c2) # f(a).

Alors ¢ €]a, b]. Comme f admet un minimum local en cg, alors f’(¢3) = 0. O

Remarque 1.1.13. Le réel c n’est pas unique en général. Considérons, par exemple, la fonction
1
I [O, } - R
T
. 1 .
N xsm(;) six #0
0 siz=0
Alors il existe une infinité de ¢ €)0, X[ vérifiant f'(c) = 0.
Théoréme 1.1.14 (Théoreme des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On
suppose que
— [ est continue sur [a,b

— [ est dérivable sur |a,

|
|
1) = fla)

Alors, 3c €]a,b[:  f'(c) = P
Démonstration. On pose
o) = 1) - 1O T o) e oy

Alors ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, et p(a) = ¢(b) = f(a).

D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel que ¢’(¢) = 0. Or
ey — ey 1) = fla)
¢'(c) = f'(c) -
Ce qui donne f'(c) = f(®) — f(a) .

1.1.3 Dérivée et sens de variation

Théoréme 1.1.15. Soit f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur int(I). Alors
i. festcroissante surl < f'(z)>0 Vz € int(])
ii. festdécroissante surl < f'(x) <0 Va € int(])
iii. f estconstante surl < f'(z)=0 Vz € int(])

Démonstration. On va démontrer (i), (ii) et (iii) étant des résultats immédiats de (i).

= | On suppose que f est croissante sur /.
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1.2. FONCTIONS DE CLASSE CN

Soitz € int(1), et soity € I\ {z}. Alors W

> 0.D’ou

yor oy —x
< | On suppose que f'(z) >0 Vz € int(]).
Soient z,y € I tels que z < y. I est un intervalle donc |z, y[C int(]). Il s’ensuit que f est
continue sur [z, y| et dérivable sur |z, y[. Alors, d’apres le théoréme des accroissements finis, il

existe ¢ €]z, y[ tel que f'(¢) = M Comme f’(c) > 0 alors Jy) = Jw) > 0.D’ou
y— y—=T

f@) < fy).

Par conséquent, f est croissante sur I. 0

Proposition 1.1.16 (Fonctions strictement monotones). Soit f une fonction continue sur I et dé-
rivable sur int(I). On suppose que f est monotone sur I. Alors f est strictemtnt monotone sur
I si et seulement si I'ensemble {x € int(I) : f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle ouvert

non-vide.

Démonstration.

= | Si’ensemble {x € int(I) : f'(x) = 0} contient un intervalle ouvert non-vide .J, alors la
restriction de f sur J est constante, ce qui contredit le fait que f est strictement monotone.

< | Réciproquement, on suppose que {x € int(I) : f’(z) = 0} ne contient aucun intervalle
ouvert non-vide.

Raisonnons par 1’absurde. Supposons que f n’est pas strictement monotone sur /. Alors il existe
z,y € I'telsque z < yet f(x) = f(y). Comme f est monotone sur [z, y| alors f(c) = f(z) =
f(y), Ve €]z, y[. Par suite f'(¢c) = 0, Ve €]z, y[# 0. 1l s’ensuit que |z, y[C {z € int(])
f'(x) = 0}. Ce qui est absurde. Alors f est strictement monotone sur /. O

1.2 Fonctions de classe C"

1.2.1 Dérivées successives

Définition 1.2.1. Soir f : I — R une fonction. On pose fO) = f. Si f est dérivable sur I, on
note f() = f'. Ainsi, on définit par récurrence la dérivée n-ieme de f, notée f™, comme étant
la dérivée de {1,

Exemple 1.2.2. La dérivée n-ieme de sin est donnée par

sin(x) sin =4k

) sin=4k +1
—sin(z) sin=4k+2
—cos(x) sin=4k+3

sin™(z) =

On obtient

sin™ () = sin (ZL‘ + n;r)
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Exercice 1.2.3. On définit sur R la fonction f : x — x™ (n € N*). Montrer que

f(p)(x):{o sip>mn

AP P sip<n

n!
(n—p)!
Remarque 1.2.4. Ne pas confondre f\"), la dérivée n-ieme de f, et f* = f x -+ x f.
|

< ap
ou AP =

n fois
Proposition 1.2.5. Soient f,g : I — R deux fonctions n fois dérivables sur I. Soit o € R. Alors

les fonctions f + g et a.f sont n fois dérivables sur I et
(F+9™W =1 4g" (o) =af™

Démonstration. Exercice (Raisonner par récurrence). O]

Proposition 1.2.6 (Formule de Leibniz). Soient f,g : I — R deux fonctions n fois dérivables sur

1. Alors la fonction f g est n fois dérivable sur I et

(fg)tm =" Chpklgn=h) (1.1)

k=0
Ct n!
ol =
" Kl(n—k)!
Démonstration. On raisonne par récurrence.

e Pour n = 1. Si f et g sont dérivables alors fg est dérivable et

1
Z Ck k) g(1=k) — 09 p©) (1) 4 o (1) 4O)
k=0

=fd+fg
= (fg)

e Supposons que (1.1) est vérifiée pour n > 1 fixé. Soient f et g deux fonctions (n + 1) fois
dérivables. Alors f’ et ¢’ sont n fois dérivables, d’ou (fg)' = f'g + fg' est n fois dérivable. Il

s’ensuit que fg est (n + 1) fois dérivable. De plus, on a
!/
(F9)™+ = ((£9)™)
n /
= [Z Cﬁf(k)g(nk)]

k=0
n

_ Z Cﬁ [f(k)g(nJrlfk) + f(kJrl)g(nfk)]
k=0

k=0 k=0
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1.2. FONCTIONS DE CLASSE CN

n n+1
_ Z CTkL:f(k)g(TH*l*k) + Z Crki'flf(k)g(n+lfk)
k=0 k=1

— Cgf(O)g(TH*l) + En: Cﬁf(k)g(TH*l*k) + En: Crki‘flf(k)g(n+1*k) + CTTLLf(n+1)g(0)
k=1 k=1

= Ol f Qg0 £ 37O + Rl gt oty D g0

k=1

Comme CE~1 4 Ck = CF_,, alors

n

(fg)(n+1) _ 02+1f(0)g(n+1) + Z CS+1f(k)9(n+1_k) + Cg_tllf(nﬂ)g(o)
k=1
n+1

= 3 Ck, fBgln1h)
k=0

D’ou la récurrence. O]

1.2.2 Fonctions de classe C"

Définition 1.2.7. — On dit que f est de classe C° sur I si f est continue sur I.
— On dit que f est de classe C™ (n € N*) sur I si f est n fois dérivable sur I et si sa dérivée
n-ieme f™ est continue sur I.

— On dit que f est de classe C*° sur I si f est de classe C™ sur I pour tout n € N,
Exemples 1.2.8. 1. Lafonction f : x — x|x| est de classe C* sur R.
2. La fonction
in )
xZsin [ — x>0
fix— T
0 =0

est de classe C sur [0, +oc[. En effet, f est dérivable sur [0, +oc[, mais sa dérivée

1 1
f’ = 2z sin <x> — cos <a:> x>0
C T
0 =0

n’est pas continue en 0 (' n’a pas de limite en 0).

3. Les fonctions x — €*, x — In(z),  — sin(x), x — cos(z) sont de classe C™ sur leurs

domaines de définition respectifs.

Notation
L’ensemble des fonctions de classe C™ sur I est noté C™(I) (ou bien C" (1, R)).
Si0<n<m,alors C®(I)c C™(I)cC C™I)c C).

Théoreme 1.2.9. Si f et g sont de classe C" sur I, alors f + g, fg, et af (a € R) sont de classe
C" sur 1.
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Démonstration. Récurrence. OJ

1
Proposition 1.2.10. Soit f € C"(I) (n € Noun = +o0). Si f ne s’annule pas sur I, alors 7 est

de classe C™ sur 1.

Démonstration. On raisonne par récurrence.

. . 1 L
e Pour n = 1. Si f est de classe C' sur I, et si f ne s’annule pas sur I, alors ? est dérivable sur

1\’ ! 1\’ 1
1. De plus, (f) = —j;, alors la continuité de f’ implique la continuité de (f) . Par suite, ?

est de classe C'! sur I.

e Pour n > 1 fixé, on suppose que si f ne s’annule pas sur I on a

fecn(n) = } cC™I)  (HR)

Montrons que

fecmin) = } e C"HL(T)

Pour ce faire, soit f € C"*1(I) une fonction qui ne s’annule pas sur I. Alors
- fP=fxfeonl);
— f? ne s’annule pas sur 1.

1
En appliquant (HR) & f2,ona — € C™(I).

12
1 1 !/ !/
De plus, on a f' € C™(I). Il s’ensuit que f’ x (fQ> € C™(I). Alors (f) =~ e C"(I).
1
Ce qui donne 7 e C""Y(I). D’ol la récurrence. O

Proposition 1.2.11 (Composition des fonctions de classe C™). Soient f € C™(I) et g € C™(J)
telles que f(I) C J (n € Noun = +o0). Alors go f € C™(I).

Démonstration. Exercice (Raisonner par récurrence). ]

1.3 Formules de Taylor

1.3.1 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.3.1. Soir f : [a,b] — R (a # b) une fonction de classe C™ sur [a,b], et (n + 1) fois

dérivable sur |a, b|. Alors, il existe ¢ €|a, b| tel que

_a2 —a)? _an+1
f) =fla)+®—a)f'(a)+ (b - ) f(Q)(a)_'_”.—i_(bn!)f(n)(a)—i_(b(n_i_)l)!f(n+1)(c)
=) gy (=a)™
= K I+ (n+1)! Fe)

reste de Lagrange
(1.2)

ANALYSE IIT 9 N. EL BOUKHARI



1.3. FORMULES DE TAYLOR

Démonstration. On pose

(b—a)"

p(x) = flz) +(b—x)f'(x) +

n!

Alors p(b) = 0. On choisit K de sorte que p(a) = 0, c’est-a-dire

n : " —ak
K= o) - 30 Ot )

(b _ a)nJrl

Comme

 est continue sur [a, b]

 est dérivable sur |a, b|

p(a) = ¢(b)
alors, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(¢) = 0. Or

S~

()
Fi(e) + (b= o) fP(e)
(

—¢c)?
b o) f @)+ UL e
(-

(b—c)®
2!

¢'(c) =

— )
- P e) +

Ce qui donne

Or, ©'(c) =0,d’ou

Par conséquent

Fee) = 2 - 3 O )

Ce qui donne la formule (1.2).

Remarques 1.3.2.

@) () g QT () b-a)
fO@)+-+ f )+ K

b=a _ sy

— La formule (1.2) est appelée la formule de Taylor-Lagrange a [’ordre n.

— Sin = 0, la formule de Taylor-Lagrange n’est autre que le théoréme des accroissements

finis.
— Sia =0, et si on note x = b, on obtient la formule de Mac-Laurin :
F@) = F(0) + 2 () + = FA0) 4t T 0y 4T
- 21 n! (n+1)!

——— f () (1.3)
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Exemple 1.3.3. Soit x # 0. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 3, il existe
c €0, z| tel que

2 3 4

cos(z) = cos(0) + z cos’(0) + % cos@(0) + % cos®(0) + % cos™(c)
5 3 4 '
. x s . €T
= cos(0) — xsin(0) — o7 cos(0) + 30 sin(0) + o cos(c)
2 4
x x
= 1—5+Ecos(c)
. . sin(x) —x
Exercice 1.3.4. Calculer lim ————.
z—0 X
Exercice 1.3.5. Soit x > 0. Montrer que
2 2 3
w—%<ln(1+x)<x—%+%
Exercice 1.3.6. Soit n € N*,
1. Montrer que, pour tout x > 0, on a
v q 2 23 ™
e’ > +$+§+§++m
2. En déduire que
x
lim — =+
x—+oo ™
n ok
3. Quelle est la limite de la suite (Sn = Z k:') , pour x > 0 fixé ?
k=0 """/ n>1

Proposition 1.3.7 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"
sur a, b, et (n+ 1) fois dérivable sur |a, b|. On suppose que

IM >0 Vaz€la,b] |fOV(@)| <M

Alors . )
n
(b—a)" . b—a|™*
-3 O | < 1
k=0
Démonstration. Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I’ ordre n. O

Exemple 1.3.8. Soit © # 0, et considérons la fonction cos : [0,x] — R. on sait que cos est de

classe C* sur [0, x], et que

|cos(t)| = |cosD ()| <1 Vtelo,x]

22
cos(z) — (1 — 2)
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1.3. FORMULES DE TAYLOR

1.3.2 Formule de Taylor-Young

Théoreme 1.3.9 (Formule de Taylor-Young). Soit f : I — R une fonction de classe C™ (n > 0)
sur intervalle I, et soit a € 1. Alors, il existe une fonction ¢ : I — R telle que

(z—a)*

fla)y =3 M) +

(z —a)"

o e(x) Ve el (1.5)

avec lime(x) = 0.
Tr—a

Démonstration.
Casoun = 0.
Pour tout z € I, on a

= f(a) +e(x)

oue(x) = f(x) — f(a). Alors %g}r}le(x) = 0 (car f est continue sur [).

Casoun > 1.

La formule (1.5) est vérifiée si x = a, pour toute fonction ¢ vérifiant ;gr}z e(z) =0.

Soit x € I\ {a}. On applique a f la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre (n — 1), donc il existe

¢y €la, x| tel que

—_

n— _ \k _\n
fay = Y T o) ¢ B oo e,
= ! !
=3 Em i  Co ) o)
k=0 : '
On pose £(z) = f™(c;) — f™(a). Comme (™) est continue sur I, et lime, = a, alors
lime(x) = £ (a) — £ (a) = 0. 0

Exercice 1.3.10. Soient f : R — R une fonction de classe C?, et a € R.

En appliquant a f la formule de Taylor-Young a I’ ordre 2, montrer que

Lo fa+h) —2f(a) + fa— h)
h—0 h?2

= f"(a)

En déduire lim w.
x—0 x

Exercice 1.3.11. En utilisant la formule de Taylor-Young, calculer

lim x(e®+1)—2(e*—1)
z—0 x3
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

1.3.3 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréeme 1.3.12 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : [a,b] — R une fonction de

classe O™ sur [a, b]. Alors

_ = (b—a)f (k) b-t)" (n+1)
b)_gj i f (a)+/a Tf (1) dt (1.6)

Démonstration. On raisonne par récurrence.

b
a) +/a f(t) dt

e On suppose que la formule (1.6) est vérifiée pour n > 0 donné. Montrons que (1.6) est vérifiée

ePourn=0ona

pour toute fonction f de classe C'* sur [a, b].

pour nn + 1.
Soit f une fonction de classe C™*2 sur [a, b]. Alors f est de classe C" 1, d’oti, d’aprés I’hypothese

de récurrence,

b) _ zn: (b ;'a)kf(k)(a) + /b (b ;'t)nf(n+1)(t) dt
k=0 ’ “ ’

En effectuant une intégration par parties, on obtient

PO=D" ) =" | OO i
I e L b e T B A e AL CL
b—aytl bh—
SR e R ALCRY A e AR

Par conséquent
_ a\nt+1 b _ 4\n+l
O + [T e an

f(b)_iuf(k)( R w-v -
- k! YT 1) e (nt1)

k=0

D’ou la récurrence. O]

Exemple 1.3.13. Soit x # 0. La fonction x +— €7 est de classe C™! sur [0, ], ¥n € N. Alors

nZL‘ T (x—t)" ,

Exercice 1.3.14. Soit x > 0.

1. Montrer que, pour tout k > 1,
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1.4. FONCTIONS CONVEXES

2. En déduire que

In(z +1) — i (=)™ o < Z Vn > 1
= k “n+1 -
3. Calculer 1i i (U
. Calculer lim —
k=1
1.4 Fonctions convexes
Définition 1.4.1. On dit que la fonction f : I — R est convexe si
Voyel YA€l fOa+(1-Ny) SAf@)+A-Nf) (D

On dit qu’une fonction f est concave si — f est convexe.

Interprétation géométrique
Si f est convexe sur I alors, pour tous x,y € I, le segment [A(z, f(z)); B(y, f(y))] se situe au

dessus de la courbe représentative de f.

@

i

En plus, I’épigraphe de f, défini par
epi(f) = {M(z,y) : v€l, y=>f(z)}

est convexe.

Exercice 1.4.2. Les fonctions suivantes sont-elles convexes ?
1. f:x—2?surR
1
2. g:x— — surl0,+oo|
x
Exercice 1.4.3 (Inégalité de Jensen). Soit f : I — R une fonction convexe. Etant donné n > 2,

soient T1,T2,...,Ty € L et A1, Ao, ..., A\, € RT tels que

M+Xo+ A, =1
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Montrer que

n n
f < )\iiﬂi) <Y Nif ()
i=1 i=1
Lemme 1.4.4 (Lemme des trois pentes). Soit f : I — R une fonction convexe. Soient a,b,c € 1.

f) = fla) _ fle) = fla) _ f(c) = f(b)

Sia < b < calors
(1.8)

< <

b—a c—a c—b

il b I

Démonstration. Soienta,b,c € I telsque a < b < c. Il existe A €]0, 1[tel que b = Aa+ (1 — A)c
(11 suffit d’appliquer le théoréeme des valeurs intermédiaires a la fonction A\ — Aa + (1 — A)c).

Comme f est convexe, alors
f0) = f(Aa+ (1= A)e) < Af(a) + (1= A)f(c)

De plus, on a
b—a=(1-X)(c—a) c—b=XAc—a)

Par conséquent

f) = fla) _ Afa) + (1 =A)f(e) = fla) _ f(e) = f(a)

b—a (I=X(c—a) c—a
fle) = f0) o fle) =[Mfa) + (A =N f(e)] _ fle) = fla)
c—b = Ae—a) c—a

Corollaire 1.4.5. Soient f : I — R une fonction convexe, et a € 1.

Alors la fonction taux d’accroissement en a, donnée par

f(z) = f(a)

r—a

Tg @ T

est croissante sur I \ {a}.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme des trois pentes aux points a, x, et y pour montrer

que z < y entraine 74(x) < 74(y). =
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1.4. FONCTIONS CONVEXES

Exercice 1.4.6. Soit f : ]0, +oo[— R une fonction convexe, croissante, et non constante.
Montrer que
lim f(x) =400

T—+00

Théoreme 1.4.7. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.

Alors f est convexe sur I si et seulement si f' est croissante sur 1.

Démonstration. = | On suppose que f est convexe sur . Soient x,y € I tels que x < y. Soit

a €]z, y[. D’apres le lemme des trois pentes, on a

f@) ~ f(a) _ f(y) — f(a)
r—a B Yy—a

En passant a la limite, on obtient

i f@ = 1@ _ - f) = f(a)

a—x Tr—a a—x y—a
D’ou

Yy—x

De méme, on obtient

o F@) = £@) _ )~ f(a)

a—y Tr—a a—y Yy—a
Ce qui donne

Yy—x

Par conséquent

Ce qui signifie que f’ est croissante sur 1.
< | Réciproquement, on suppose que f’ est croissante sur I. Soient z,y € I et A € [0, 1].
Siz =youl e {0,1} alors

fOz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 =N f(y)
Six # yet A €]0, 1]. Sans perdre de généralité, on peut supposer que = < y. Alors
r<dr+(1-Ny<y

En appliquant le théoréme des accroissements finis, il existe ¢; €]z, Az + (1 — Ny[ et ca €
Az + (1 — Ny, y[ tels que

fOz+ A =Ny) = flz) _ fQz+ (1= Ny) - f(x)

f'le) = Ar+ (1= ANy —=x - (1=XN(y—x)
Flea) = fW Qe+ 0 -Ny) _ fly) = fOAz+ (1= Ny)
? y—[Az+ (1= Ny My — )
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS

Comme f’ est croissante sur I et ¢; < ¢, alors f'(¢1) < f’(c2). D’ou

fOz+ (1= Ny) = f(x) _ fly) = fOz+ A = Ny)
A=Ny-=2)  ~ Ay — )

Ce qui donne

AfQa + (1= Ny) = f(@)] < (1 = N[f(y) = fQAz + (1 = A)y)]

Il s’ensuit que
fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y)

Alors f est convexe sur /.

Corollaire 1.4.8. Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I.

Alors [ est convexe sur I si et seulement si f" > 0 sur I.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.4.7, f est convexe si et seulement si f’ est croissante. Or,

f! est dérivable sur I, donc f’ est croissante sur I si et seulement si f” > 0 sur I. D’ou le

résultat.

O]

Exemple 1.4.9. La fonction x — In(z) est concave. En effet, x — —In(x) est convexe, car

1
—In"(z) = i 0, Vz €]0,+o0.

Théoreme 1.4.10 (Inégalité de la tangente). Soit f : I — R une fonction convexe et dérivable sur

1. Alors
Vael, Veel,  f(z)>f(a)+ (z—a)f(a)

Autrement dit, le graphe de f est situé au dessus de toutes ses tangentes.

Démonstration.

e lercas: x < a. Soit y €]z, al. D’apres le lemme des trois pentes, on a

f() = fla) _ )~ f(a)

Tr—a - Yy—a

En passant a la limite lorsque y — a, on obtient

Or, x — a < 0, alors I'inégalité devient

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)
e 2&¢me cas : > a. Soit y €]a, z[. D’apres le lemme des trois pentes, on a

1Y) = fla) _ f(@) = f(a)

y—a T—a

(1.9)
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1.4. FONCTIONS CONVEXES

En passant a la limite lorsque y — a, on obtient

f(x) — f(a)

r—a

f'(a) <
Or, x — a > 0, alors I'inégalité devient
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)
Finalement, 1’inégalité (1.9) est vérifiée lorsque x = a. ]

Exercice 1.4.11. Soit f une fonction convexe et majorée sur R.
1. Montrer que f est constante sur R.

2. Donner un exemple d’une fonction convexe et majorée sur |0, +00l, qui ne soit pas constante.

Exercice 1.4.12. Soient I un intervalle ouvert de R, et f : I — R une fonction convexe.
1. Montrer que f est dérivable a droite et a gauche sur I, et que

f(y) — f(a)

Ver<a<yel,
y—a

2. En déduire que f est continue sur 1.
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